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Вступ 
Дисципліна відноситься до циклу природничо-наукової підготовки. 
 Передумовами вивчення кредитного модуля є володіння вищою математикою 
в обсязі програми першого курсу університету (математичні методи диференці-
альних та інтегральних обчислень, теорія звичайних диференціальних рівнянь, 
лінійна алгебра, аналітична геометрія). 
Викладання теоретичної механіки передбачає: розвиток логічного та ал-
горитмічного мислення, оволодіння основними методами дослідження у вирі-
шенні прикладних задач, вироблення вміння самостійно ставити і розв’зувати 
прикладні задачі методами теоретичної механіки.  
Вивчення дисципліни повинно: 
- підвищити інтелектуальний рівень  студента, завдяки отриманню фундамен-
тальних знань, які відповідають існуючим світовим стандартам вищої освіти; 
- навчити майбутніх інженерів елементам творчості, вмінню узагальнювати 
отримані результати при розв’язуванні конкретних задач, які відповідають 
профілю спеціальності; 
- ознайомити студента з основними закономірностями механічних та фізичних 
явищ і тим самим підготувати студентів до осмисленного  сприйняття інших 
дисциплін механічного та спеціального профілів; 
- сприяти засвоєнню вміння роботи з науково-методичною літературою, вико-
ристанню наукових знань у власній та суміжних галузях. 
Теоретична механіка забезпечує вивчення таких спеціальностей як прик-
ладна механіка, опір матеріалів, теорія машин і механізмів, деталі машин. 
Мета вивчення дисципліни – дати студентам теоретичні знання і практич-
ний досвід в галузях: визначення кінематичних  параметрів рухомої точки і 
твердого тіла (у випадку найпростіших форм руху і плоскопаралельного руху), 
складання динамічних рівнянь руху (математичних моделей) системи твердих 
тіл у випадку найпростіших форм руху і плоскопаралельного руху з викорис-
танням загальних теорем динаміки та рівнянь Лагранжа другого роду, визна-
чення умов рівноваги плоскої довільної системи сил та просторових валів. 
Дані методичні вказівки створені для виконання  домашньої контрольної 
роботи  (ДКР) з теоретичної механіки, що складається з 7  задач, з них одна по 
статиці, дві з кінематики, 2 з динаміки. При цьому в роботі надаються крім за-
вдань до ДКР повні розв'язання демонстраційних задач. 
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РОЗДІЛ 1. СТАТИКА  
Завдання С-1. Довільна  систем сил в площині. 
Визначення реакцій в'язей суцільної конструкції  
 
Жорстка рама (рис. 1.0-1.9), закріплена в точці А шарнірно, а в точці В 
прикріплена до невагомого стрижня. Знайти реакції в точках А, В. 
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α 4, ГРАД. 
0 Н 30 - - - - К 60 
1 - - D 15 E 60 - - 
2 K 75 - - - - E 30 
3 - - K 60 H 30 - - 
4 D 30 - - - - E 60 
5 - - H 30 - - D 75 
6 E 60 - - K 15 - - 
7 - - D 60 - - H 15 
8 H 60 - - D 30 - - 
9 - - E 75 K 30 - - 
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F1=6 КН F2=8 КН F3=10 КН F4=12 КН 
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α 4, 
ГРАД. 
0 E 60 H 30 - - - - 
1 - - D 60 E 30 - - 
2 - - - - K 60 E  30 
3 K 30 - - D 0 - - 
4 - - E  30 - - D 60 
5 H 0 K 60 - - - - 
6 - - H 90 D 30 - - 
7 - - - - H 60 K 90 
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8 D 30 - - K 0 - - 
9 - - D 90 - - H 30 
7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8 
 
   
9 
 
ПРИКЛАД С-1 
Дано: F1 = 10 кН; F2 = 20 кН; Р = 30 кН; М = 40 кНм; а = 1 м. 
Визначити: реакції в точках А, В, викликані заданими навантаженнями. 
Розв’язання 
1. Розглянемо рівновагу рами (рис. С -1). 
2.  Зобразимо і позначимо всі сили, що діють на раму, включаючи реакції 
в'язей. Реакцію нерухомої шарнірної опори в точці А замінимо двома її 
складовими, а реакцію в стрижні направимо по стрижню. Слід зазна-
чити, що сила натягу в тросі рівна за модулем  силі тяжіння вантажу, 
закріпленого на його кінці: Т = Р. 
3.  Для отриманої плоскої  системи сил  складемо рівняння рівноваги: 
n
BAi
n
Ai
n
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MaRaFaFaTaFm
TFFYY
RFFXX
1
0
2
0
2
0
1
1
0
2
0
1
1
0
2
0
1
.05430cos360cos230cos
;030cos60cos
;060cos30cos
 
4.Підставимо в складені рівняння значення заданих величин і визначимо  
реакції. 
Відповідь: XA = 30,8 кН; YА = 52,3 кН; RB = 29,5 кН. 
Модуль реакції в шарнірі А дорівнює: кНYXR AAA 7,60
22  
Перевірка: для перевірки правильності рішення необхідно скласти умову 
рівноваги для даної системи сил у новій системі координат. 
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Завдання С-2. Довільна просторова система сил. 
Визначення реакцій в'язейв однорідних  прямокутних тонких плитах 
Дано: Дві однорідні прямокутні тонкі плити жорстко з’єднані між собою 
під прямим кутом одна до одної та закріплені сферичним шарніром в точці А, 
циліндричним шарніром в точці В и невагомим стрижнем 1 (рис. С 2.0 – С 2.9) 
або ж двома підшипниками.  
Разміри плит вказано на рисунках. Вага більшої плити Р1=5 кН, вага 
меньшої плити Р1=3 кН. При розрахунках прийняти а=0,6 м. 
На плити діють пара сил с моментом М=4 кНм і дві сили. Значення сил, 
їх напрями і точки прикладання вказані в таблиці С-2. Сили F1=3кН і F4=5кН 
лежать в площинах, паралельних площині ХОУ; сила F2=2кН – в площині, па-
ралельній до площини ХОZ ; сила F3=6кН– в площині паралельній до площини 
ZОУ. Точки прикладання сил (D, E, H, K) знаходяться в кутах або серединах 
сторін плит. 
Визначити реакції в,язей в точках А, В и реакцію стрижня (стрижнів). 
11 
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Приклад С-2 
Дано: Р =3 кН; F = 8 кН; М= 4 кНм; α=60°; АС=0,8 м; ВЕ=0,4 м; 
АВ=1,2 м; ЕН=0,4 м. 
Визначити: реакції в шарнірах А, В і стрижні DK. 
Розв’язання 
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1. Розглянемо рівновагу плити. На плиту діють задані сили P, F і пара сил з мо-
ментом М, а також реакції зв'язків. 
2. Систему координат вибираємо таким чином, щоб її початок збігався із точ-
кою А, а осі OX, OY були направлені по ребрах плити АС і АВ. 
3.Реакцію сферичного шарніра розкладемо на три складові, циліндричного ша-
рніра - на дві складові, які належать площині, яка перпендикулярна до осі під-
шипника. Реакцію N стрижня направляємо уздовж стрижня від D до K, припус-
каючи, що він розтягнутий. 
4. Для визначення шести невідомих реакцій складаємо шість рівнянь рівноваги 
просторової системи сил, що діє на плиту (1-6): 
n
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Для визначення моментів сили відносно координатних осей розкладаємо її на 
дві складові F

та F

, які паралельні осям OX, OY 
  ( sin,cos FFFF ). Аналогічно розкладемо по осях OY, OZ ре-
акцію N

в стрижні DK. Обчислюючи моменти сил відносно координатних 
осей, слід пам'ятати: момент сили відносно осі дорівнює нулю, якщо лінія дії 
сили перетинає вісь або їй паралельна. 
Підставимо в отримані рівняння чисельні значення всіх заданих величин і 
розв’яжемо спільно ці рівняння; знаходимо шукані реакції. 
відповідь: XA=3,46 кН; YA= 5,18 кН; ZA= 4,80 кН; XВ= -7,46 кН; ZВ= 2,15 
кН; N=5,96 кН. 
Знак «-» вказує, що дійсний напрям складової сили реакції в точці В протилеж-
ний  обраному нами. 
кНZYXR AAAA 86,7
222 , кНZXR BBB 76,7
22 . 
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РОЗДІЛ 2.. КІНЕМАТИКА 
Завдання К -1. Визначення швидкості та прискорення точки по заданим 
рівнянням її руху 
Точка В рухається в площині XOY. Закон руху точки задано функціями: 
x=f1(t), y=f2(t) (табл. К -1), де x та y выражено в сантиметрах, t – в секундах. 
Знайти рівняння траекторії точки; для момента часу t1=1с знайти швид-
кість і прискорення точки, а також ії дотичне і нормальне прискорення и радіус 
кривини в відповідній точці траекторії. 
ТАБЛИЦЯ К-1 
№№ 
П/П 
x=f1(t) 
y=f2(t) 
ДЛЯ СТРОК 0-2 ДЛЯ СТРОК 3-6 ДЛЯ СТРОК 7-9 
0 6cos(πt/6) – 3 12sin(πt/6) 2t
2
+ 2 4cos(πt/6) 
1 4cos(πt/6) -6cos(πt/3) 8sin(πt/4) 6cos
2(πt/6) 
2 2 – 3cos(πt/6) -3sin
2(πt/6) (2+t)2 4cos(πt/3) 
3 t-4 9sin(πt/6) 2t
3 10cos(πt/6) 
4 4-2t 3cos(πt/3) 2cos(πt/4) -4cos
2(πt/6) 
5 2-t 10sin(πt/6) 2 - 3t
2
 12cos(πt/3) 
6 2t 6sin
2(πt/6) 2sin(πt/4) -3cos(πt/6) 
7 8sin(πt/6) – 2 -2sin(πt/6) (t+1)
3
 -8cos(πt/3) 
8 12sin(πt/6) 9cos(πt/3) 2 - t
3
 9cos(πt/6) 
9 4 – 6sin(πt/6) -8sin(πt/6) 4cos(πt/4) -6cos(πt/3) 
 
Приклад К-1 
Дано: рівняння руху точки в площині XOY: 
x=12sin(πt/6), y=4cos(πt/6), де x, y - в сантиметрах, t - в секундах. 
Визначити: рівняння траєкторії точки; для моменту часу t1 = 1с знайти 
швидкість і прискорення точки, а також її дотичне і нормальне прискорення та 
радіус кривизни у відповідній точці траєкторії. 
 
Розв’язання 
1. Для визначення рівняння траєкторії точки виключимо з даних рівнянь 
руху параметр t: 
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1
412 2
2
2
2 yx  рівняння траєкторії точки - еліпс з півосями 12 см і 4 см 
(рис. К -1). 
 
 
2. Визначимо положення точки на траєкторії в момент часу t1=1с : 
x1=12sin(πt/6)=6(см), y1= 4cos(πt/6)= 3,48 (см). 
3. Швидкість точки знаходимо по її проекціям на координатні осі: 
);/(46,5;
6
cos2 1 cсмv
t
dt
dx
xv xx   
);/(05,1;
6
sin
3
2
1 cсмv
t
dt
dy
yv yy   
22
yx vvv ; при t1=1с   )./(56,51 cсмv  
4. . Аналогічно знайдемо прискорення точки при t1 = 1с: 
);/(64,1;
6
sin
3
2
1
2
cсмa
t
dt
dv
va
x
x
xx 
 
);/(95,0;
6
cos
9
2
1
2
cсмa
t
dt
dv
va y
y
yy 
 
22
yx aaa ; при t1=1с )./(89,1
2
1 cсмa  
5.Знаходимо дотичне прискорення точки, знаючи чисельні значення всіх 
величин, що входять в праву частину виразу: 
;
v
avav
dt
dv
a
yyxx
при  t1=1с )./(43,1
2
1 cсмa  
6. Нормальне прискорення точки визначаємо за формулою 
22 aaan , підставляючи відомі чисельні значення. При t1 = 1с, 
отримаємо  )./(24,1 21 cсмa
n  
7.  Визначаємо радіус кривизни траєкторії: ρ=v2/an при t1=1с ρ1=24,93 (см). 
відповідь: v1=5,56 (cм/c); a1=1,89 (cм/c
2
); a1τ=1,43 (cм/c
2
); a1n=1,24 
(cм/c2); ρ1=24,93 (см). 
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Завдання К2 Визначення швидкостей і прискорень точок 
багатоланкового механізму 
 
Плоский механізм складається з стрижнів 1, 2, 3 , ползунів В і Е (рис. К 
2.0 – К 2.1) або з стрижнів 1, 2, 3, 4 і ползунів В або Е (рис. К 2.2 – К 2.9), 
з,єднаних між собою та з нерухомими опорами О1, О2 шарнирно; точки D, В і К 
знаходяться в серединах відповідних стрижнів довжиною: l1=0,4 м, l2=1,2 м, 
l3=1,4 м, l4=0,6 м. Положення механізма визначається кутами: α,β,γ,φ,θ. Значен-
ня цих кутів та іншихзаданих величин вказано в таблицях К -2.1 (для рис. К 2.0 
– К 2.4) і К 2.2 (для рис. К 2.5 – К 2.9);  в табл. К - 2.2 ω1, ω4 – постійні величи-
ни. 
Визначити швидкості та прискорення точок і ланок плоского механізма, 
що вказані в таблицях. 
Задані кутові швидкості та прискорення вважати направленими проти 
стрілки  годинника, а задані швидкість 
Bv

 та прискорення 
Bа

від точки В до b 
(рис. К 2.0 – К 2.4). 
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ТАБЛИЦЯ К-2.1 (К РИС. К 2.0-К 2.4) 
Н
о
м
ер
 
у
м
о
в
и
 Кути , град. Дано Знайти 
α β γ φ θ 
ω1 
рад/c 
ε1 
рад/c2 
VВ 
м/c 
aВ 
м/c2 
V 
точок 
ω 
 
a 
точки 
ε 
 
0 30 120 30 0 60 2 4 - - В,Е АВ В АВ 
1 0 120 90 0 120 - - 4 6 А,D DE A AB 
2 60 60 60 90 120 3 5 - - B,E DE B AB 
3 0 150 30 0 60 - - 6 8 A,E AB A AB 
4 30 120 120 0 60 4 6 - - B,E DE B AB 
5 90 120 90 90 60 - - 8 10 D,E DE A AB 
6 0 120 90 0 120 5 8 - - B,E AB B АВ 
7 30 120 30 0 60 - - 2 5 A,E DE A AB 
8 90 120 90 90 60 6 10 - - B,E AB B AB 
9 60 60 60 90 120 - - 5 4 D,E AB A AB 
 
ТАБЛИЦЯ К-2.2 (К РИС. К 2.5-К 2.9) 
Н
о
м
ер
 
у
м
о
в
и
 кути, град. Дано знайти 
α β γ φ θ 
ω1 
рад/c 
ω4 
рад/c 
V 
точек 
ω 
звена 
a 
точки 
ε 
звена 
0 0 60 30 0 120 6 - В,K DE В АВ 
1 90 150 120 90 30 - 4 А,E DE A AB 
2 30 60 30 0 120 5 - B,K AB B AB 
3 60 150 120 90 30 - 5 A,E DE A AB 
4 30 30 30 0 120 4 - D,K AB B AB 
5 90 120 120 90 60 - 6 A,E AB A AB 
6 90 150 120 90 30 3 - B,E DE B АВ 
7 0 60 30 0 120 - 2 A,K DE A AB 
8 60 150 120 90 30 2 - D,E AB B AB 
9 30 30 30 0 120 - 8 A,K AB A AB 
 
Приклад К-2 
Дано: l1=0,4 м, l2=1,2 м, l3=1,4 м, l4=0,6 м, α= 30º, β=60º, γ=30º, φ=0º, θ=120º; 
AD=DB; ω1 =5 рад/c  
Знайти: vB, vE, aB, ωAB, εAB. 
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Розв’язання 
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1. Будуємо положення механізму у відповідності з заданими кутами 
(рис. К-8, а). 
Кінематичний аналіз: 
1А і О2В здійснюють обертальний рух; 
 АВ і DE здійснюють плоскопаралельний рух; 
 
2. Для того, щоб визначити швидкість точки В, що належить ланці 
АВ, необхідно знайти швидкість якої-небудь точки цієї ланки. Такою 
точкою є точка А, що належить одночасно і ланці О1А, здійснює обе-
ртальний рух з кутовою швидкістю ω1 = 5 рад / c по ходу годиннико-
вої стрілки відносно нерухомого шарніра в точці О1. Точка А руха-
ється разом з кривошипом О1А по колу радіуса, рівним  довжині лан-
ки l1 = 0,4 м. Швидкість точки А може бути визначена виразом: vA = 
ω1l1 = 5 • 0,4 = 2 (м / c). Вектор швидкості точки А перпендикулярний 
ланці 1 (О1А) і спрямований у бік обертання кривошипа. 
3. На підставі теореми про проекції швидкостей двох точок, що нале-
жать тілу, яке здійснює плоский рух, знаходимо напрям і модуль 
швидкості точки В: 
 
BАВAАВ vПрvПр

, 00 60cos30cos BA vv
, vВ = 3,46 (м/с). 
Вектор швидкості точки В перпендикулярний ланці 4 (О2В), оскільки 
точка В разом з ланкою 4 здійснює рух по колу. 
4. Для визначення лінії дії вектора швидкості точки D побудуємо 
миттєвий центр швидкостей (МЦШ) ланки АВ: МЦШАВ  - точка С, 
що лежить на перетині перпендикулярів, проведених з точок А і В до 
векторів їх швидкостей. Вектор швидкості точки D перпендикуляр-
ний до відрізка DС - відстань від точки D до миттєвого центру швид-
костей ланки АВ, якому точка D належить. 
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5. Визначаємо кутову швидкість ланки АВ: ωАВ  = vA / АС, де АС - ка-
тет, що лежить проти кута рівного 300, АС = 0,5 • АВ = 0,7 (м); ωАВ = 
2/0, 7 = 2,86 (рад / с). 
6. Визначаємо лінію дії, напрямок і модуль вектора швидкості повзу-
на, прийнятого за матеріальну точку Е. 
Лінія дії вектора паралельна напрямних повзуна (збігається з віссю 
повзуна), який рухається поступально. Напрям вектора і його модуль 
знаходимо, використовуючи теорему про проекції швидкостей двох 
точок, що належать одному й тому тілу: 
DEDEED vПрvПр

,   00 30cos30cos DЕ vv ,   vE = vD= vA= 2 (м/с). 
7. Визначаємо
Bа
. Точка В належить ланці АВ. Щоб знайти її приско-
рення, необхідно знати прискорення якої-небудь точки цієї ланки (по-
люса) і траєкторію точки В. Точка В рухається по колу разом з кри-
вошипом О2В. 
Прискорення точки В при плоскому русі тіла дорівнює геометричній 
сумі прискорення полюса А і прискорення точки В при обертанні на-
вколо полюса А: 
BAAB aaa

 
Розклавши вектори прискорень на складові по натуральним осям, 
одержимо наступну векторну рівність: 
BABA
n
AA
n
BB
n aaaaaa

. 
 
Вектори прискорень будуть спрямовані таким чином: вектор 
B
nа
 - по 
радіусу О2В до центру О2 кола; вектор Bа
 - перпендикулярний О2В 
в будь-яку сторону; вектор 
А
nа
 - по радіусу О1А до центру О1 обер-
тання; вектор 
BА
nа
 - по радіусу ВА до центру А обертання; вектор 
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BАа
 - перпендикулярно до ВА. Оскільки за умовою задачі точка А, 
що належить ланці О1А, рухається рівномірно, то її дотичне приско-
рення дорівнює 0, і тому на кресленні вектор 0Аа не зображаємо. 
8. Спроектуємо обидві частини рівняння на координатні осі X і Y: 
;60cos30cos: 00 nBABA
n
AB aaaaX
 
.30cos60cos: 00 nBABA
n
B aaaY
 
9. Визначаємо  
B
nа , A
nа , BA
nа : 
);/(95,19);/(104,025 2
4
2
2
1
2
1 cм
l
v
acмla BnB
n
A
 
)./(45,114,186,2 223
2
)(3 cмla AB
n
BA
 
10. Підставляючи відомі значення в рівняння, отримані при проектуванні 
векторної суми, знаходимо 
BАа и Bа : Bа = -1,66 (м/с
2
),  
BАа =20,07(м/с
2
). 
11. Знаходимо повне прискорення точки В: 
)./(02,20 2
22
cмaaa B
n
BB
 
12. Кутове прискорення ланки АВ визначається виразом: 
 
)./(34,14 2
3
)(3 cрад
l
aBA
AB
           
Відповідь: vB=3,46(м/с), vE =2(м/с), aB =20,02(м/с), ωAB=2,86(м/с),    
εAB=14,34(рад/с
2
). 
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Завдання К-3. Визначення абсолютної швидкості і абсолютного 
прискорення точки при її складному русі 
 
Дано: прямокутна пластина (рис. К 3.0 – К 3.4) або кругла пластина 
радіуса R = 60 см (рис. К 3.5 – К 3.9) обертається навколо нерухомої осі по за-
кону φ=f1(t), заданому в табл. К - 3. На рис. 0,1,2,5,6 вісь обертання перпенди-
кулярна площині пластини і проходить через точку О; на рис. 3,4.7,8,9 вісь обе-
ртання ОО1 лежит в площині пластини. 
По пластині вздовж прямої BD (рис. К3.0 - К3.4) або по колу радіуса R 
(рис. К3.5 – К3.9) рухається точка М; закон її відносного руху s=AM=f2(t) (s - в 
сантиметрах, t – в секундах), задано в таблиці; там же дано розміри а і h.  
Визначити: абсолютну швидкість і абсолютне прискорення точки М в 
момент часу t1 =1 c. 
ТАБЛИЦЯ К-3 
Н
О
М
Е
Р
 
Р
И
С
У
Н
К
А
 
ДЛЯ ВСЕХ  
РИСУНКІВ 
φ=f1(t) 
ДЛЯ РИС. К 3.0-К 3.4 ДЛЯ РИС. К 3.5-К 3.9 
а, см S=AM=f2(t) h S=AM=f2(t) 
0 4(t
2
-t) 12 50(3t-t
2
)-64 R (πR/3)·(4t2-2t3) 
1 3t
2
-8t 16 40(3t
2
-t
4
)-32 4R/3 (πR/2)·(2t2-t3) 
2 6t
3
-12t
2 
10 80(t
2
-t)+40 R (πR/3)·(2t2-1) 
3 t
2
-2t
3 
16 60(t
4
-3t
2
)+56 R (πR/3)·(t4-3t2) 
4 10t
2
-5t
3 
8 80(2t
2
-t
3
)-48 R (πR/6)·(3t-t2) 
5 2(t
2
-t) 20 60(t
3
-2t
2
) R (πR/3)·(t3-2t) 
6 5t-4t
2 
12 40(t
2
-3t)+32 3R/4 (πR/2)·(t3-2t2) 
7 15t-3t
3 
8 60(t-t
3
)+24 R (πR/6)·(t-5t2) 
8 2t
3
-11t 10 50(t
3
-t)-30 R (πR/3)·(3t2-t) 
9 6t
2
-3t
3 
20 40(t-2t
3
)-40 4R/3 (πR/2)·(t-2t2) 
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Приклад К-3
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ПРИКЛАД К-3 
Дано: φ=2t3 –t2 (рад); s=AM=18sin(πt/4) см; t1=2/3 с; а=25 см. 
 Визначити: для моменту часу t1 абсолютну швидкість і абсолютне при-
скорення. 
Розв’язання 
1. Аналіз завдання: точка М здійснює складний рух, так як вона рухається 
по пластині вздовж прямої BD і разом з пластиною, що обертається навколо не-
рухомої осі, перпендикулярної до  площини пластини. 
2. Виберемо дві системи координат: нерухому з початком координат в то-
чці О1 і рухливу з початком координат у точці М: 
абсолютний рух точки М - її рух відносно нерухомої системи координат 
O1X1Y1; 
- її рух відносно рухомої системи координат 
ОXY, тобто рух точки по прямій BD; траєкторією є пряма; 
- рух рухомої системи координат відносно нерухомої, 
тобто обертання пластини відносно осі, їй перпендикулярній. 
3. Положення точки на прямій BD визначається відстанню 
 s=AM=18sin(πt/4) см, при t1=2/3 с, s=AM= 9 см. 
4. Абсолютну швидкість точки М знайдемо як геометричну суму віднос-
ної і переносної швидкостей: 
er VVV

 
5.  Відносна швидкість точки М дорівнює 
4
cos5,4
~ t
dt
dS
Vr (см/c), 
при t1=2/3 с Vr = 12,24 (см/c). Вектор відносної швидкості спрямований 
у бік зростання s, так як Vr › 0. 
6.  Визначимо переносну швидкість точки М, подумки зупинивши рух 
точки по прямій BD. У переносному русі точка М описує окруж-ність 
радіуса R = ОМ: 
cрадttее /26
~ 2 ,  при t1=2/3 с ;/33,1~ cрадe  
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ccмRVсмaOMaR ee /82,6950,5233,1;50,524
22
 
Вектор переносної швидкості спрямований по дотичній до кола в сто-
рону обертання пластини. 
7.Знайдемо модуль абсолютної швидкості за формулою: 22
yx VVV , 
де 
Vx=Ve - Vr∙cosβ=69,82-12,24∙0,95=58,17 (см/c); 
Vy= - Vr∙sinβ= - 12,24∙0,31=-3,73(см/c); 
V=58,29 (см/c). 
7. Абсолютне прискорення точки дорівнює геометричній сумі відносно-
го, переносного прискорень і прискорення Коріоліса: 
ker aaaa

або 
kee
n
rr
n aaaaaa

 
9. Для визначення відносного прискорення точки М обчислимо відносне до-
тичне прискорення: 
4
sin
8
9~
2
2
2 t
dt
Sd
ar
, при t1=2/3 с 
 аτr= -5,55 (cм/c
2
). 
Знак «мінус» показує, що вектор відносного дотичного прискорення 
спрямований у бік негативних значень S: рух сповільнений. 
Відносне нормальне прискорення дорівнює нулю, оскільки рух точки 
М уздовж BD - прямолінійний. 
10. Переносне дотичне прискорення визначаємо, подумки зупинивши точку М 
в рухомій системі координат: 
./315,
3
2
,
;/87,9233,150,52
2
12
2
222
cсмactприR
dt
d
Ra
cсмRa
eеe
е
n
e
 
Знаки кутової швидкості та кутового прискорення переносного обертання од-
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накові, і, отже, рух є прискореним, напрями векторів кутової швидкості та ку-
тового прискорення збігаються. Вектори дотичного прискорення і швидкості в 
переносному русі спрямовані в одну сторону. Вектор нормального прискорення 
переносного обертального руху спрямований по радіусі до центру кола, яку 
описує той пункт рухомої системи координат, з яким збігається точка М в да-
ний момент часу. 
11. Визначаємо модуль прискорення Коріоліса: sin2 rek Va  ,де α - кут 
між вектором відносної швидкості і вектором кутової переносної швидкості 
(осі обертання). У нашому випадку це кут дорівнює 900, так як вісь обертання 
перпендикулярна до площини пластини, в якій розташований вектор відносної 
швидкості. У момент часу t1 = 2/3 з     ka  32,56 (cм/c2). Напрям вектора прис-
корення Коріоліса знаходимо за правилом Жуковського: так як вектор віднос-
ної швидкості лежить в площині обертання, перпендикулярній до осі обертан-
ня, то, повернувши його на 900 в напрямку кутової переносний швидкості, тоб-
то проти ходу годинникової стрілки, знайдемо напрямок вектора прискорення 
Коріоліса.  
12. Модуль абсолютного прискорення точки М знайдемо, попередньо спроек-
тувавши обидві частини векторної рівності, представленого вище, на координа-
тні осі: 
./13,316
;/18,60cossin
;/35,310sincos
222
2
2
cсмaaa
cсмaaaa
cсмaaaa
yx
n
ekry
krex
 
ВІДПОВІДЬ: V=58,29 СМ/C, A=316,13 СМ/C2. 
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РОЗДІЛ 3. ДИНАМІКА 
Завдання Д -1. Динаміка матеріальної точки 
 
Дано: вантаж D масою m, отримав в точці А початкову швидкість v0 , ру-
хається в трубі АВС. (рис. Д 1.0-Д1.9, табл. Д -1). 
На ділянці АВ на вантаж крім сили ваги діють постійна сила Q

 і сила 
опору середовища R

, що залежить від швидкості v

; тертям вантажа на ділян-
ці АВ нехтуємо. 
В точці В вантаж, не змінюючи своєї швидкості, переходить на ділянку 
ВС труби, де на нбого крім сили ваги діють сила тертя (коефіцієнт тертя о 
трубу f=0,2) і змінна сила F

, проекція якої 
xF на вісь x задана в таблиці. 
Визначити. закон руху вантажа на ділянці ВС, x=f(t), де x=BD. 
ТАБЛИЦЯ Д-1 
НОМЕР 
УМОВИ 
m, кг V0, м/с Q, Н R, H l, м t1, c Fx, H 
0 2 20 6 0,4v - 2,5 2sin(4t) 
1 2,4 12 6 0,8v
2 
1,5 - 6t 
2 4,5 24 9 0,5v - 3 3sin(2t) 
3 6 14 22 0,6v
2 
5 - -3cos(2t) 
4 1,6 18 4 0,4v - 2 4cos(4t) 
5 8 10 16 0,5v
2 
4 - -6sin(2t) 
6 1,8 24 5 0,3v - 2 9t
2 
7 4 12 12 0,8v
2 
2,5 - -8cos(4t) 
8 3 22 9 0,5v - 3 2cos(2t) 
9 4,8 10 12 0,2v
2 
4 - -6sin(4t) 
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Приклад Д -1 
На похилій ділянці АВ труби на вантаж D масою m діє сила тяжіння, постійна 
сила Q

і сила опору R

 (рис. Д -1). Рух точки від точки А при v0 = 22 м / с до 
точки В відбувається протягом t с. 
На горизонтальній ділянці ВС на вантаж крім сили тяжіння діє сила тертя 
трF

і змінна сила )(tFF

. 
Дано: m =3 кг; v0= 22 м/c; Q = 9 H; R =μv(H); μ=0,5 кг/c; t= 3c; 
F=4sin(2t); α=300. 
Визначити: закон руху вантажу на ділянці ВС. 
YA
N

R

N

Q

B
C
P

P

F

трF

X
α
Z
 
  
РИС. Д-1 
Розв’язання 
1. Розглянемо рух вантажу на ділянці АВ, вважаючи вантаж ма-
теріальною точкою. Зобразимо в довільному положенні вантаж і 
діючі на нього сили: P

, R

,Q

, N

. Проведемо вісь AZ і складе-
мо диференціальне рівняння руху вантажу в проекціях на цю 
вісь: 
2. 
kz
z F
dt
dv
m   або  vQP
dt
dv
m z sin  
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або   v
Qmg
mdt
dv
m
sin
. 
2. Введемо позначення: Qmg
a
sin , звідки при заданих відомих значеннях 
отримаємо а=12 м/с при g=10 м/с2. 
3.Розділивши в рівнянні змінні і взявши інтеграли від обох частин рів-
ності, отримаємо: 
1)ln(, Ct
m
vadt
mva
dv
 
3. При відомих початкових умовах: t = 0, v0 = 22 м / c отримуємо  
С1= -ln(a-22).  Тоді рівняння прийме вигляд: 
.)ln()22ln( t
m
vaa
 
4. Після перетворення одержимо: 
t
mva
a 22
ln   або  
t
me
va
a 22  
6. З п. 5 знаходимо: 
t
me
a
av
22
 
Вважаючи, що t = 3 c, і замінивши а, μ, m відомими чисельними значеннями, 
визначаємо швидкість вантажу в точці В: vB = 18,1 м / c. 
7.Розглянемо рух вантажу на ділянці ВС. Знайдена швидкість vB буде для 
руху вантажу на цій ділянці бути початковою швидкістю (v0 = vB). Зобра-
зимо в довільному положенні вантаж і діючі на нього сили: 
P

, N

,
трF

, F

. 
8. Проведемо з точки В осі BX і BY і складемо диференціальне рівняння 
руху вантажу в проекції на вісь BX: 
FF
dt
dv
m тр
x ,  де Fтр=fN.  
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9.  Для визначення N складемо рівняння в проекції на вісь BY. Так як в 
напрямку BY немає руху, то, тому 0 = N-mg, звідки N = mg. Отже, 
Fтр=fmg. Враховуючи, що F = 4sin (2t), рівняння прийме вигляд: 
).2sin(4 tfmg
dt
dv
m x  
Розділивши обидві частини рівності на m, отримаємо: 
)2sin(
4
t
m
fg
dt
dvx    або   ,2)2sin(33,1 t
dt
dvx  
 де 4/m=1,33; fg =2 м/c2 при f=0,2 . 
10. Помноживши обидві частини рівняння на dt і проінтегрувавши його, 
знайдемо: 
22)2cos(
2
33,1
Cttvx . 
11. При відомих початкових умовах: t = 0, v0 = vB = 18,1 м / c - отримаємо 
С2 = 18,1 + 1,33 / 2 = 18,8. 
12. Рівняння для знайденої С2 прийме вигляд: 
)2cos(67,028,18 tt
dt
dx
vx
 
13. Помножимо обидві частини на dt і знову інтегруючи, отримаємо: 
3
2 )2sin(33,08,18 Ctttx . 
14. При t = 0, x = 0, С3 = 0, тоді закон руху вантажу остаточно буде пред-
ставлений виразом: 
)2sin(33,08,18 2 tttx . 
Відповідь: 
)2sin(33,08,18 2 tttx . 
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Завдання Д -2. Застосування теореми про зміну кінетичної 
енергії до вивчення руху механічної системи 
Дано. Механічна система складається з катків 1 і 2 (або катка і рухомого 
блока), ступінчастого шківу 3 з радіусами R3= 0,3 м, r3 = 0,1 м і радіусом інерції 
відносно осі обертання ρ3 = 0,2 м, блока 4 радіуса R4= 0,2 м і вантажів 5 і 6 (рис. 
Д 2.0 – Д 2.9, табл. Д-2); тіла 1 і 2 вважати суцільними однорідними циліндра-
ми, а масу блока 4 – рівномірно розподілену по ободу. Коефіцієнт тертя ванта-
жів  f=0,1. До одного з тіл прикріплено пружину з коефіцієнтом жорсткості с. 
Під дією сили F = f (s), залежної від переміщення s точки її при-
розкладання, система приходить в рух зі стану спокою; деформація пружини в 
момент початку руху дорівнює нулю. При русі на шків 3 діє постійний момент 
М сил опору (від тертя в підшипниках). 
Всі катки котяться по площинах без ковзання. Якщо за завданням маси 
вантажів 5 і 6 або маси  1 (рис. Д 2.0-2.4) і 2 (рис. Д 2.5-2.9) дорівнюють нулю, 
то на рисунку їх можна не зображати. 
Визначити: значення шуканої величини в той момент часу, коли пе-
реміщення s стане рівним s1 = 0,2 м.  
ТАБЛИЦЯ Д-2 
НОМЕР 
УМОВ 
m1, 
кг 
m2, 
кг 
m 3, 
кг 
m 4, 
кг 
m 5, 
кг 
m 6, 
кг 
c, 
Н/м 
М, 
Нм 
F=f(s), 
H 
ЗНАЙТИ 
0 2 0 4 0 6 0 180 1,2 80(3+4s) vc1 
1 0 2 0 6 0 4 120 0,6 20(6+5s) a6 
2 6 0 0 2 4 0 400 1,8 60(4+s) ω4 
3 0 4 6 0 0 2 240 0,3 40(3+8s) ε3 
4 4 0 0 2 0 6 320 1,5 50(5+2s) v6 
5 2 0 4 0 0 6 100 0,9 30(4+3s) ac1 
6 0 4 0 6 2 0 160 2,4 60(2+5s) v5 
7 6 0 0 4 0 2 120 0,3 80(1+4s) ε4 
8 0 6 2 0 4 0 200 1,2 20(8+3s) ω3 
9 0 2 0 4 6 0 100 0,6 40(3+2s) ac2 
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Приклад Д-2 
Дано: m1=0 кг, m2=5 кг, m3=6 кг, m4=0 кг, m5=4 кг, R3=0,3 м, r3= 0,1 м, 
ρ3=0,2 м, f=0,1, с=240 Н/м, М=0,6 Нм, F=80(3+2S)H, s1=0,2 м. 
Визначити: vc5 в той момент, когда s= s1. 
 
Розв’язання 
1.Розглянемо рух незмінної механічної системи, що складається з ваго-
мих тіл 2, 3, 5 і невагомих тел 1 і 4, сполучених нитками. Зобразимо діючі на 
систему зовнішні сили: активні F, Fпр, Р2 , Р3 , Р5 , Fтр2, момент опору М, силу 
натягу нитки S5 і реакції в'язей N2 , N3, N4 . 
2. Для визначення vc5 скористаємося теоремою про зміну кінетичної енер-
гії: 
n n ie AAТТ
1 1
0
, де 
n n ie AA
1 1
,  -відповідно, сума робіт зовнішніх і 
внутрішніх сил системи. 
Для розглянутої системи, що складається з абсолютно твердих тіл, з'єдна-
них нерозтяжними нитками, робота внутрішніх сил дорівнює нулю. 
У початковому положенні всі елементи механізму перебували в спокої, 
швидкості усіх тіл були рівні нулю, тому Т0 = 0. 
3. Кінетична енергія системи дорівнює сумі енергій всіх тіл системи: 
Т= Т2+ Т3+ Т5. 
4. Виконаємо кінематичний аналіз: 
 
 
 
Виходячи з цього, кінетична енергія системи може бути представлена 
виразом: 
2222
2
55
2
55
2
33
2
22 cc JvmJvmT  
5. Кінетична енергія Т, яку отримала система після того, як вантаж пере-
містився уздовж похилій площині на відстань s1, залежить від  швидкості vc5. 
Тому всі швидкості, що входять у вираз кінетичної енергії даної механічної си-
стеми, виразимо через  vc5. 
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6. Оскільки вантажі 1 і 2 пов'язані нерозтяжною ниткою, то їх швидкості 
рівні. У свою чергу ця нерозтяжна нитка перекинута через малий обід шківа 3, 
отже: v1 = v2 = vА, де vА – швидкість будь-якої точки ободу радіусу r3 шківа 3. 
7. Лінійні швидкості шківа 2 і блоку 5 залежать від однієї кутової швид-
кості ω3: v2= ω3r3, v5= ω3R3. 
8. Оскільки точка К5 є миттєвим центром швидкостей для блоку 5 (він як 
би «котиться» по ділянці нитки К5L), то v5 = 2vc5. тоді: 
.
2
;
2
; 3
3
5
2
3
5
3
5
5
5 r
R
v
v
R
v
R
v ccc  
9. Осьові моменти інерції рухомого блоку 5 і ступінчастого шківа 3 ви-
значається виразами: 
.;
2
2
333
2
55
5 mJ
Rm
Jc
 
10. Виконавши підстановку всіх наведених вище значень в вираз для кі-
нетичної енергії  заданої механічної системи, отримаємо: 
4
322 5
2
3
2
33
2
3
2
32
5
m
R
m
R
rm
vT c . 
11. Знаходимо роботу всіх діючих зовнішніх сил на переміщенні, яке ма-
тиме система, коли вантаж 1 пройде шлях s1 = 0,2 м. Введемо наступні позна-
чення: s2 - переміщення вантажу 2 ( s2=s1); φ3 - кут повороту шківа 3; h5 - пере-
міщення центру мас блоку 5; λ0, λ1 -початкове і кінцеве подовження пружини. 
Сума робіт всіх зовнішніх сил дорівнює: 
n
упрFPMтрFPF
e AAAAAAA
1 522
, де 
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).лл(
2
;
;
;45cos
;45sin
);3(80)23(80
2
1
2
0
5555
3
0
12
0
122
1
0
2
11
c
A
sPhPA
MA
sPfA
sPA
ssdssA
упрF
cP
M
трF
P
s
F
 
точка К5 - миттєвий центр швидкостей, тому робота сили натягу 
5 дорівнює нулю; 
2 перпендикулярна переміщенню вантажу 2, а тому ро-
боти не здійснює; 
3, N4, прикладені в нерухомих точках, не здійснюють роботи. 
За умовою завдання λ0 = 0, тоді λ1 = sc5 - переміщення кінця пружини. Ви-
словимо величини sc5 і φ3 через заданий переміщення s1. Залежність між пере-
міщеннями така ж, як між відповідними їм швидкостями: 
.
2
;
2
3
5
3
3
5
3
R
s
R
v cc
 
12. Оскільки v5=v3=ω3R3 і vc5=0,5v5, то vc5=0,5ω3R3. Отже, λ1 = 
sc5=0,5φ3R3=0,5(s1R3)/r3.  
13. При знайдених значеннях φ3 і λ1 отримаємо вираз для підрахунку суми 
робіт всіх зовнішніх сил, що діють на механічну систему: 
n e
r
Rcs
r
Rs
P
r
s
MsfPsPssA
1
2
3
2
3
2
1
3
31
5
3
10
12
0
12
2
11 .
82
45cos45sin)3(80
14. Кінетичну енергію прирівнюємо до роботи: 
4
322 5
2
3
2
33
2
3
2
32
5
m
R
m
R
rm
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= 
n
r
Rcs
r
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P
r
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2
11 .
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45cos45sin)3(80  
Підставивши в отриманий вираз відомі числові значення заданих вели-
чин, знайдемо  швидкість vc5. 
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Вимоги до оформлення домашніх контрольних  робіт та критерії  їх 
оцінювання 
 
Домашні контрольні роботи (ДКР) оформляються акуратно на аркушах 
паперу формату А4 (писати з одного боку).  
На першому (титульному аркуші) вказується назва університету, кафедри, 
предмета, назва (тема) РГР, номер варіанта і рік виконання роботи. Також 
вказується П.І.Б. й посаду викладача, спеціальність (група), П.І.Б. студен-
та.  
При виконанні ДКР потрібно обов'язково привести текст кожного завдан-
ня, виписати вихідні дані свого варіанту і зробити відноситься до задачі і 
свого варіанту малюнки. Малюнки повинні виконуватися олівцем, з до-
помогою креслярських інструментів, в масштабі, акуратно і точно. На ма-
люнках  повинні бути зображені осі координат і всі вектори, які зустріча-
ються в ході вирішення завдання (сили, швидкості, прискорення).  
Рішення кожної задачі повинно супроводжуватися короткими пояснення-
ми, тобто має бути вказано, які теореми, формули або рівняння застосо-
вуються при вирішенні даної задачі.  
Використання математичних комп'ютерних програм при вирішенні за-
вдань, безумовно, заохочується, проте не є необхідною вимогою. Розра-
хунки, виконані в математичній програмі необхідно роздрукувати і прик-
ріпити до записці. 
Виконання домашньої контрольної  роботи 
Ваговий бал – 31 . Максимальна кількість балів – 31. 
- своєчасне безпомилкове виконання завдання -31 бал. 
- завдання виконано з незначними помилками – 27 балів; 
- завдання виконано зі значними помилками – 9 балів; 
- невиконане завдання -0 балів 
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